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1) (a) Sea p primo tal que p = 2(3). Pruebe que el polinomio
P —x+1
es irreducible en Z/pZ.

(b) Sea ¢ primo tal que ¢ = 2(5) 6 ¢ = 3(5) . Pruebe que el polinomio
sttt 41
es irreducible en Z/qZ.

2) Demuestre que si f: [0,00) — R es una funcién diferenciable tal que
i) lim f(x) =a < oco.
T—00
i1) f' es uniformemente continua,
entonces

lim f'(x) = 0.

T—00

3) Considere el anillo R = Z[z] e I el ideal generardo por los dos elementos (2% + 1)
y por 5. Pruebe que I no es maximal en R.

4) Sea E/F una extension algebraica y D un dominio de integridad tal que
FCDCE.

Probar que D es un cuerpo.

5) Sea C' una componente por caminos de X y sea o € C' un punto base. De-
mostrar que la inclusién C' — X induce un isomorfismo de grupos fundamental
m(C5x0) = m(X; 20).



Universidad de La Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

EXAMEN DE CALIFICACION 2019
DOCTORADO
SEGUNDA PARTE

1) Sean py, po, p3 primos distintos entre si y F' = Q(\/p1, /P2, /P3)- Sean qi,qo
primos distintos entre si y distintos de py, ps v ps3.

Pruebe que \/q1 - q2 ¢ F

2) Sea U C R™. Sea ¢: U — R™ una contraccion estricta. Se define f(z) = x + p(x)
para x € U.

a) Probar que f es inyectiva.

b) Probar que f~': f(U) — U es continua.

3) Sea S? la 2-esfera unitaria en R?® centrada en el origen. Considere la relacién de
equivalencia en X = S? x [0; 1] definida por
(x,i) ~(y,)) <= =x=y, 1=0 A j=1.

(a) Demostrar que Y = X/ ~ es compacto y conexo.
(b) Hallar m(Y").

4) Sea R un anillo con 1, no necesariamente conmutativo. Recordemos que e € R es
un elemento idempotente de R, si se cumple que €2 = e, y un elemento 0 # r € R
es un divisor de cero si existe 0 # s € R tal que rs =0 6 sr = 0. Asumamos que
R tiene un nil-ideal N (cada elemento de N es nilpotente) tal que R/N no tiene
divisores de 0.

(a) Muestre que lo tinicos elementos idempotentes de R son el 0 y el 1.

(b) Si R/N es una anillo de divisién. Pruebe que todo divisor de zer en R es
nilpotente.

5) Sea p un primo. Clasifique todos los grupos finitos de orden p>.



